Exercice 4 5 points

1
Soit la fonction f définie sur R par f(x) =In(1+e™*) + Zx.

On note € la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O ; 7, 7)
du plan.

Partie A

1. e lim e *=0donc lim In(1+e ") =In(1)=0
X—+00 X—+00

1
e lim -x=+4o0c0
x—+o00 4
Donc lim f(x) = +oo.
X—+00

2. On admet que la fonction f est dérivable sur R et on note f’ sa fonction dérivée.

, -e™* 1 efx(-e™ 1 -1 e*+1 —4+e*+1
a. f'(x)= o= - " L n _
l+e ™ 4 e*x(1+e™) 4 eX*+1 4(eX*+1) 4(e*+1)
3 e*-3
S 4(e*+1)

b. SurR, f’(x) est du signe de e* - 3.
e’-3>20<«< e*>3 < x>1In@3)
Donc:
e sur |—oo; In(3)[, f'(x) <0 donc f est strictement décroissante;
e sur |In(3); +oo[, f'(x) >0 donc f est strictement croissante;
* la fonction f admet pour x =In(3) un minimum.
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c. < In@3)=1,1donc[2; 5] c]In(3); +ocl, et donc la fonction f est strictement
croissante sur [2; 5].

1
e f@=In(1+e ?)+ 7 X 2=063donc f2) <1.

1
e fG)=In(1+e7°)+ 4 5~=6.25donc fB) >1.
* De plus, la fonction f est dérivable sur R donc continue.

D’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, on peut déduire
que I'équation f(x) = 1 admet une solution unique sur [2 ; 5]. On'appelle a.

Partie B
X
On admettra que la fonction f’ est dérivable sur R et pour tout réel x, f”(x) = PEFSiCh
e’ +
On note A la tangente a la courbe € au point d’abscisse 0.
Dans le graphique ci-dessous, on a représenté la courbe 6 la tangente A et le quadrilatere
MNPQ tel que M et N sont les deux points de la courbe € d’abscisses respectives « et —a,

et Q et P sont les deux points de la droite A d’abscisses respectives a et —a.

1. a. Pourtoutréel x:

e ¢¥>0;

e e*>0donc e*+1>0donc (e*+1)%>0.
X

Donc f"(x) = ———— >0.
onc f"(x) (ex+1)2>

b. Pour tout réel x, f”(x) > 0 donc la fonction f est convexe; sa courbe représenta-
tive est donc située au-dessus de toutes ses tangentes, donc au-dessus de A.
De plus, comme la fonction f est convexe, sa courbe représentative entre les
points M et N est située en-dessous de la sécante (MN).

Donc la portion de la courbe € sur I'intervalle [-a ; a], est inscrite dans le qua-
drilatere MNPQ.
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2.

1 _ 1 _ 1
a. f(—oc)=ln(1+e“)—za:ln(e“(e C‘+1))—Zoc:ln(e“)+ln(e “+1)—Za

1 3
:a+ln(e‘“+1)—Za:1n(e‘“+1)+za

1 1
b. Onsait que f(a) =1, doncIn(1+ e‘“)+Za: letdoncln(l1+e~%) = I—Za.

_ 3 1 3 1
Donc comme f(—a) =In(e “+1)+Za, ona: f(-a)= l—Za+Za: 1+§a.

Les points M et N ont respectivement pour coordonnées (« ; f(a)) et(-a; f(-a))
donc le coefficient directeur de la droite (MN) est égal a:

J’M_J’N:f(a)—f(—a):1—(1+%a) ~la 1

XM — XN a—(—a) 2a 2a 4
La droite A est tangente en 0 a la courbe €r; donc son coefficient directeur est
0
e -3 1-3 -2 1

4(l+e% 40+D 8 4
Les droites (MN) et A ont le méme coefficient directeur, donc elles sont paralleles,
donc (MN)//(QP).

Par construction, les droites (MQ) et (NP) sont paralleles.

égala: f'(0) =

On peut donc en déduire que le quadrilatere MNPQ est un parallélogramme.



